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ZADANIE 1. Niech (Ω,Σ, µ) bȩdzie przestrzenia̧ probabilistyczna̧. Niech E bȩdzie
miara̧ spektralna̧ określona̧ na L2(µ) wzorem

E(A) = ProjA (czyli E(A)(f) = f · 1A, dla f ∈ L2(µ)).

Oblicz postać operatora Tg =
∫
g dE, gdzie g jest ustalona̧ funkcja̧ mierzalna̧

ograniczona̧ na Ω (to znaczy podaj i uzasadnij wzór na Tg(f) dla f ∈ L2(µ)).

ZADANIE 2. Niech, jak poprzednio, (Ω,Σ, µ) bȩdzie przestrzenia̧ probabilistycz-
na̧. Niech H = L2(µ) ⊕ L2(µ) oznacza sumȩ ortogonalna̧ (czyli de facto iloczyn
kartezjański) dwóch kopii przestrzeni L2(µ). Zadajmy miarȩ spektrlana̧ E na T

wzorem E(A) = ProjL2(µA)⊕L2(µA), to znaczy jest to projekcja na podprzestrzeń

bȩda̧ca̧ suma̧ ortogonalna̧ podprzestrzeni L2(µA) w pierwszej kopii L2(µ) i jej
odpowiednika w drugiej kopii. Ustalmy funkcjȩ ograniczona̧ g na Ω. Wykaż, że
operator T =

∫
g dE wyraża siȩ wzorem

T (x) = gf1 ⊕ gf2,

gdzie f1 ⊕ f2 jest rozk ladem elementu x ∈ H na parȩ funkcji z L2(µ) (zgodnie z
tym, że H jest suma̧ ortogonalna̧ dwóch kopii L2(µ)).

ZADANIE 3. Niech E oznacza miarȩ spektralna̧ atomowa̧ (to znaczy taka̧, która
jest skupiona na zbiorze skończonym lub przeliczalnym). Jak dzia la operator T =∫
g dE dla zadanej funkcji ograniczonej g (określonej na tym zbiorze przeliczalnym).

ZADANIE 4. Operator na L2(µ), gdzie µ jest unormowana̧ miara̧ Lebesgue’a na
okrȩgu jednostkowym, jest zadany wzorem

Tf(z) = f(−z)

Znajdź widmo tego operatora a nastȩpnie jego miarȩ spektrakna̧ (określona̧ na tym
widmie i taka̧ że T =

∫
λ dE(λ)).

Wskazówka: Roz lóż dowolna̧ funkcjȩ f na sumȩ funkcji ,,parzystej” (tzn. takiej, że
f(−z) = f(z)) i ,,nieparzystej” (tzn. takiej, że f(−z) = −f(z)) i zobacz jak dzia la
ten operator na sk ladowych.
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